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UNE CLASSE DE SYSTEMES POUR LESQUELS
LA CONJECTURE DE PINSKER EST VRAIE

PAR
JEAN-PAUL THOUVENOT"

ABSTRACT

In this paper it is proved that any factor of a dynamical system which is
isomorphic to the direct product of a Bernoulli shift by a zero entropy system
splits in the same way.

Introduction

Soit (X, T) un systéme dynamique ergodique d’entropie finie. On dit qu’il
posséde la propriété de Pinsker s’il existe deux partitions finies de X, P et H,
telles que

() (H)r V(P)r =X (Par (H)r on désigne la o-algebre V=. T'H)

@) (H)r L(P)r

3) EH,T)=0

(4) Le facteur engendré par P est un K-systéeme.

Si au lieu de (4) on a la propriété

(4) Les T'Pi € Z sont indépendantes,
on dit que (X, T) posséde la propriété de Pinsker forte.

D. S. Ornstein a donné dans [2] un exemple d’un systéme dynamique
mélangeant qui ne posséde pas la propriété de Pinsker.

Nous allons prouver que tout facteur d’un systéme dynamique possédant la
propriété de Pinsker forte posséde & son tour la propriété de Pinsker forte,
répondant ainsi 4 une question qui nous a été posée par P. C. Shields. (Voir
aussi [3] p. 108.)

Il serait intéressant de savoir si cette propriété est stable aussi pour
I’opération de “passage a I'induit”. On ne sait pas non plus si un systéme dont
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tous les facteurs d’entropie complément positive sont des schémas de
Bernoulli possede la propriété de Pinsker forte.

Nous donnons dans le lemme, qui suit, un résultat qui est,— dans un cas
extrémement particulier —une réponse a la question A de [4].

LemME 1. Soit (X, T) un systeme dynamique ergodique, P et H deux
partitions finies de X telles que
(1) P est H-conditionnellement finiment déterminée, (pour la définition voir

[4])
@ Py L (H)r.

Soit R une partition finie génératrice de (P)r A (H)r. Alors P est R-
conditionnellement finiment déterminée.

DEMONSTRATION.  On veut prouver que, étant donné ¢ >0, il existe n et §
tels que si P et R sont des partitions d’un systeme dynamique ergodique (X, T)
vérifiant

() RT)~(RT)

) d(VsT'(PvR), VviT'(PvR)<$

(3) |[E(PvR,T)-E(PVvR T)|<8,

il existe Z et pour tout entier p >0, des suites de partitions de Z, P, R, P,
0=i=p, telles que

(4) d(VET'(PVvR))=d(Vi(P:vR))

() d(VET'(PvR)=d(V5(P.vR))

(6) |Pi—P|<e.

La donnée de (X, T) et de R vérifiant (1) nous permet de construire un
systéme dynamique ergodique’(Y’, T') et P’ et H' deux partitions de Y telles
que

(7) (H',T')~(H, T) (Soit R’ I'image de R dans cet isomorphisme)

® (PvR,T)~(P'VR',T)

O P)r LT(H)r
ie. si piy---pl, hiy--h' est un cyclindre de V¢T'(P'v H') ce cylindre a
comme mesure

m@i-pihl, hi)= E(E“")T’lp,ia. .. lrﬂkE(R’)le’o' .. lh’;k)

(la construction de (Y’, T’) résulte immédiatement de cette derniére formule).

' En fait dans le cas général ce systéme n’est pas nécessairement ergodique. Seulement
I’examen de la démonstration de la proposition 3 de [4] prouve qu’on peut se limiter au cas ot
(PvR,T)~ (P*vR,T) o P* est une partition de (B v R)+ ol B est une partition génératrice d’un
schéma de Bernoulli et ol (B); L (R)r. Dans ce cas ’ergodicité de (P'v H')r., est facile a prouver.
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Comme P est H-conditionnellement finiment déterminée il existe n, et §, tels
que si:

10) d(vyT(PvH), VT (P'vH") <S8,

(11) |[E(PvH,T)-E(®P'vH',T")|< 8,
alors il existe Z et pour tout p >0, des suites de partitions de Z, P, P}, H,
0=i=p telles que

(12) d(VeT'(Pv H))=d(VE(P. v H))

(13) d(V§T'"(P'vH")=d(V§Piv H))

(14) |P.—-Pi<e.

(On a utilisé (7)).

(15) Si |[E(PvR,T)-E(PvR,T)| <8, alors
[E(P'vH',T")— E(Pv H,T)|<8é.

En effet, E(P'VH', T)Y=EP'vH'vR',T')
=E(R',TY+EP,T'| (R)r)+EH',T|(R)r)
(d’apres la formule de Pinsker et (9)).

On a le méme résultat pour (P v H, T) et par conséquent
|[E(P’VH',T")-E(MPvHT)=|EP,T|R')r)— EP,T|(R))|
(on a utilisé (7)).

(8) et une nouvelle application de la formule de Pinsker donnent que la
différence précédente est égale a

|[E(PvR,T)—E(PVvR,T). D’ou(15).

(16) On choisit n tel que

8
8k™

nf2 .
EVTR 1, -1, —R®r1, -1, |<

—-n/2 "

sauf sur un ensemble de mesure plus petite 8,/8k™ pour tous les cylindres

hi- -k, de V T'H.
0

(k désigne le nombre d’éléments de la partition H).
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(17) &, est maintenant choisi de fagon que:

-nf2 _ _ _ nj/2 .
d( v T (PvR),V T'(PvR)) <8, entraine
-nf2

-nf2
d(:} T*(P'vH'),y T'(Pv H)) <.
(1] 0
Ce qui est possible puisque

IE(E(R’)T'IP;O . lps'" E(R')T. lhfo e Ih;ﬂ.)

. nR i, 6
- E(E® >rr1p'_,0. .. Ipf'n, E vZnnT'R 1,",0. .. ]"-'/nl) ‘ <4k]"1
pour tous les cylindres de V3T (P'v H'). (D’aprés (16), (9) et (7).)
Et comme

E(E(R’)Tr leO ‘e ]anl E vt:?/zT’iRllhi'O ces lhf"l)
_ E(E 2LTrR: lp‘.-o . lp."" Ev'_'ﬁ,z,zr"k' ]lf.-o ... 1“@.,)

(8) assure I’existence de 8,. Si on choisit n donné en (16) et § = inf (8,, 8,), alors
les conditions (10) et 11) sont vérifiées et les conclusions (12) (13) (14)

entrainent (4), (5) et (6). (On peut supposer que H D R, au besoin en changeant
H en HvR)

DEFINITION.  Soit (X, T') un systéeme dynamique ergodique et H une partition
génératrice d’'une facteur (H)r.

On dit que ce systéme est un K-systéme conditionnel par rapport 2 (H)r si
pour toute partition P les conditions

M (P)r D(H)r (2) E(P,T)=E(H,T) entrainent qu’alors

(3) (P)yr=(H)r

On remarque que tout systéme dynamique est un K-systéme conditionnel
par rapport a sa tribu de Pinsker.

LemMME 2. Soit P une partition génératrice finie de (X, T) qui est un
K-systéme conditionnel par rapport & (H)r.
Alors

A(T"P"v(H)r)=(H)r

n>0

(P~ désigne la tribu V7 T'P).
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DEMONSTRATION. Soit  Q une partition génératrice du facteur
V=l T™"P~ v (H)r).

Alors E(PvHvQ,T)=EPVvHT)
=E(PVvH|P vH")
=EHvQ,T)+E(PvHT|HvQ):)
=EHvQH vQ)+EPvHIP v(H)r v(Q)r).
Mais (Q)r CP~ v (H)r Donc
E(PVH|P"vVH)=EHvQ|H vQ)+E(PvH[P v(H)r)
=EH|H)+E(Q|Q v(H)r)+E(PvH|P v(H)r)
=E(PvH,T)+E(Q|Q v(H)r).

Par conséquent E(Q|Q v(H)r)=0et E(QvH, T)=E(H,T).
En fait, on peut montrer le résultat suivant qui établit un parallélisme
complet avec la théorie non conditionnelle.

LemuMmE 2'.  Soit (X, T) un systeme dynamique ergodique d’entropie finie et P
une partition génératrice pour ce systéeme; soit H une partition génératrice d’un
facteur; Alors A.(T™"P~v(H)r) est un facteur qui a la méme entropie que
(H)r. (C’est le lemme précédent.) Mais on a de plus que (X, T) est un K-systéme
conditionnel par rapport a A.(T"P~v(H)r).

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce lemme car nous ne I'utilis-
erons pas dans la suite.
Le lemme qui suit est la version conditionnelle d’un lemme de K. Berg [1].

LemMme 3. Soit (X, T) un systeme dynamique ergodique et P, Q, et R trois
partitions finies de X telles que:

() (Q)r D(R)r et le systeme ((Q)r, T) est un K-systeme conditionnel par
rapport a (R)r

(20 E(PvQ,T[(R)r)=E(P,T|(R)r)+E(Q, T|(R)r).
Alors on a:

3) P)r LO7(Q)r.

DEMONSTRATION:  (2) entraine que E(Q, T|(R)r) = E(Q, T|(P)r v(R)r).

(On utilise I'égalit¢é E(PvQ,T|(R)r)=E(P,T|(R)r)+ E(Q, T|(Pr)v(Rr))
qui résulte de ce que:
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E(RvPvQ,T)=ER,T)+E(PvQ,T|(R)r)
=E(RvP,T)+E(Q,T|(RvP))
=E(R, T)+ E(P,T|(R)r)+ E(Q, TI(RAP)1)).

On a donc

E(Q|Q v(R)r)=E(Q|Q v(P)r v(R)r).

Pour tout N, pour tout y C V5 T'P on a:
E(y|Q v(R)r) = E(y|Q vQ Vv(R)r).
En effet
E(Q|Q v(R)r)=E(Q|Q v(R)rvy)
et
E(yvQ|Q v(R)r)=E(Q|Q v(R)r)+E(y|QvQ v(R)r)
=E(y|Q v(R)D+EQ|Q v(R)rvy).

Par conséquent
E(y|Q v(R)r)= E(y[( A T7"Q Vv(R)r)).
L’hypothése (1) et le Lemme (2) entrainent que:

E(y|Q v(R)r)=E(y[(R)r)
E('Yl(Q)T v(R)r) = E('Yl(R )T).

Cette derniere égalité entraine (3).

PropoSITION.  Soit (X, T) un systéeme dynamique d’entropie finie possédant
la propriété de Pinsker forte. (Le. il existe deux partitions finies de X, H et B
telles que

) (H)rv(B)r=X

2) (H)rL(B)r

3) EMHT)=0

(4) Les T'B i € Z sont indépendantes.)

Alors tous les facteurs de ce systéme possédent la propriété de Pinsker forte.
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DEMONSTRATION. Soit P une partition génératrice finie d’un facteur de (X, T).
La proposition 4 de [4] nous dit que p est H conditionnellement finiment
déterminée.

Soit R une partition génératrice de (P)r A(H)r-(R)r est le facteur de
Pinsker de (P)r (évident).

Le systéme engendré par P est donc un K-systéme conditionnel par rapport
a (R)r. Mais maintenant

E(PvH,T)[(R):)=E(PvHT)=EPT)+EHT)
= E(P, DI(R)r)+ E(H, T|(R)r),

puisque E(P v R,T)=E(R, T)+E(P, T|(R)r)
et que E(H, T)=E(R, T)=0.

Le Lemme 3 entraine que (P)r 17(H)r.

Le Lemme 1 entraine que P est R conditionnellement finiment détérminé.
La proposition 3 de [4] entraine enfin qu’il existe B, C(P)r telle que
(B)r L (R)r, (B)r v(R)r =(P)r, les T'B, i € Z sont indépendantes.
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