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UNE CLASSE DE SYSTEMES POUR LESQUELS 
LA CONJECTURE DE PINSKER EST VRAIE 

PAR 

JEAN-PAUL THOUVENOT" 

ABSTRACT 

In this paper it is proved that any factor of a dynamical system which is 
isomorphic to the direct product of a Bernoulli shift by a zero entropy system 
splits in the same way. 

Introduction 

Soit (X, T) un syst~me dynamique ergodique d'entropie finie. On dit qu'il 

poss~de la propri6t6 de Pinsker s'il existe deux partitions finies de X, P e t  H, 

telles que 

(1) (H)r  V (P)r = X (Par (H)r  on d6signe la tr-alg/~bre V=_~ T'H) 

(2) (H)T ±(P)T 
(3) E ( H , T )  =0 
(4) Le facteur engendr6 par P est un K-syst~me. 

Si au lieu de (4) on a la propri6t6 
(4') Les TiP i E Z sont ind6pendantes, 

on dit que (X, T) poss~de la propri6t6 de Pinsker forte. 

D. S. Ornstein a donn6 dans [2] un exemple d'un syst~me dynamique 

m61angeant qui ne poss~de pas la propri6t6 de Pinsker. 

Nous allons prouver que tout facteur d'un syst~me dynamique poss6dant la 

propri6t6 de Pinsker forte poss~de ~ son tour la propri6t6 de Pinsker forte, 

r6pondant ainsi ~ une question qui nous a 6t6 pos6e par P. C. Shields. (Voir 

aussi [3] p. 108.) 

I1 serait int6ressant de savoir si cette propri6t6 est stable aussi pour 

rop6ration de "passage h rinduir ' .  On ne sait pas non plus si un syst~me dont 
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tOUS les facteurs  d 'ent ropie  compl~ment  posit ive sont des schemas  de 

Bernoulli possede  la propriete  de Pinsker forte. 

Nous  donnons dans le iemme,  qui suit, un resultat qui e s t , - - d a n s  un cas 

ex t r emement  p a r t i c u l i e r - - u n e  reponse ~ la question A de [4]. 

LEMME 1. Soit (X, T) un syst~me dynamique ergodique, P et H deux 

partitions finies de X telles que 

(1) P e s t  H-conditionnellement finiment ddtermin~e, (pour la d~finition voir 

[41) 
(P)T^(H)T 

(2) (P)T _L (H)T. 

Soit R une partition finie g~ndratrice de (P)T A (H)T. Alors P est R- 

conditionnellement ]iniment ddterminde. 

DEMONSTRATION. On veut  prouver  que, 6tant donne e > 0, il existe n et ~5 

tels que si/5 e t /~  sont des partit ions d 'un syst~me dynamique  ergodique ()(, T) 

verifiant 

(1) (R, T ) ~ ( R ,  T) 

(2) d ( V ~ , T ' ( P v R ) ,  V ; T ' ( / s v / ~ ) ) < t ~  

(3) IE(P v R, T ) -  E ( P  v R, T) I < 8, 

il existe Z et pour  tout entier p > 0, des suites de parti t ions de Z, P,, Ri, 

0_< i _-< p, telles que 

(4) d ( V g r ' ( P v R ) ) = d ( V f , ( P i  vRi))  

(5) d ( V ~ T ~ ( P v R ) ) = d ( V g ( P ~  vR~)) 

(6) IP, - P , I  < ~. 

La  donnee de (X, T) et de /~ verifiant (1) nous permet  de construire un 

sys teme dynamique  ergodique*(Y' ,  T ' )  et P '  et H '  deux partitions de Y'  telles 

que 

(7) (H' ,  T') ~ (H, T) (Soit R '  l ' image de R darts cet i somorphisme)  

(8) ( P v R ,  T ) - ( P ' v R ' , T ' )  

(9) (P')T,-t-(R"~(H')T ' 

i.e. si P~o"'P~k h~o...h~k est un cyclindre de V ~ o T " ( P ' v H  ') ce cylindre a 

comme  mesure  

m(p~o'" .p~,h~o.. .  h'i~ ) -- E(E(R')T'I p,0 . . . .  1 P,k" E(~'~I r "  % " ' "  lhQ 

(la construct ion de (Y ' ,  T ' )  resulte imm6dia tement  de cet te derni~re formule).  

En fait dans le cas g6n6ral ce syst~me n'est pas n6cessairement ergodique. Seulement 
rexamen de la d6monstration de la proposition 3 de [4] prouve qu'on peut se limiter au cas oO 
(P v R, T) ~ (P* v R, T) ot~ P* est une partition de (B v R)T oO Best une partition g6n6ratrice d'un 
sch6ma de Bernoulli et ofJ (B)r ± (R)r. Dans ce cas l'ergodicit6 de (P' v H')r,, est facile h prouver. 
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Comme P e s t  H-condit ionnellement finiment d6termin6e il existe n, et 8, tels 

que si: 

(10) d ( V ~ , T ' ( P v H ) ,  V ~ , T " ( P ' v H ' ) ) < 8 ,  

( l l )  IE (PvH,  T ) - E ( P ' v H ' , T ' ) I < a ,  
alors il existe Z et pour tout p > 0, des suites de partitions de Z, Pi, P~, H ,  

0-< i < p telles que 

(12) d(VgT' (P v H)) = d(Vg(P, v H,)) 

(13) d ( V g T " ( P ' v H ' ) ) =  d(Vg(P~v/-L)) 

(14) I P , - P ~ l < e .  

(On a utilis6 (7)). 

(15) si IE (PvR ,  T ) - E ( P v R ,  T) 1<8, alors 

IE(P' v H',  T') - E(P v H, T) I < 8,. 

En effet, E(P'  v H',  T') = E(P'  v H'  v R ', T') 

= E(R ', T') + E(P' ,  T '  I (R %,) + E(H' ,  TI(R')r,) 

(d'apr~s la formule de Pinsker et (9)). 

On a l e  re&me rOsultat pour (P v H, T) et par cons6quent 

IE(P' v H' ,  T') - E(P v H, T) I = IE(P', T'I(R ')r') - E(P, TI(R)~))I 

(on a utilis6 (7)). 

(8) et une nouvelle application de la formule de Pinsker donnent que la 

diff6rence pr6c6dente est 0gale 

IE(P v R, T) - E(P v R, T) I . D'oO (15). 

(16) On choisit n tel que 

I .12 I 8, E V TiR lh~" • • lh, , - -  R ~r~T lh~"  " " ln, < 
- . / 2  - - ,  8k", 

sauf sur un ensemble de mesure plus petite 8,[8k"' pour tous les cylindres 

h~o . . .h% de ~) Till. 
0 

(k d6signe le nombre d'616ments de la partition H).  
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$2 est maintenant choisi de faqon que: 

( -~.//2 n/2 
d T' (P v/~),  V T ' (P  v R))  < ~52 entraine \-hi2 -n/2 

°Vo, d T" (P'  v H ' ) ,  

Ce qui est possible puisque 

", T , ) V ( P v H )  < 3 , .  
0 
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I E(E'~R')r, lp.o.., lP~lE(R')r • lh~o--. ~h~t ) 

- E(E~R'~T'Ido • " Ip~, E v"'Gr"g'l%" • • 1,;, < ~ 

pour toUS les cylindres de V~,T"(P '  v H' ) .  (D'apr~s (16), (9) et (7).) 
Et comme 

E ( E  (R'~T' 1 G . . .  lp~ ' E v"Gr'R'lh,o''" lh;.,) 

= E ( E  ~:'d,~r"R' l eo . . ,  lp~, E~"_~/~r"R ' 1~;0... lh;,,) 

(8) assure l 'existence de c52. Si on choisit n donn6 en (16) et ~ = inf ($,, $2), alors 

les conditions (10) et 11) sont v6rifi6es et les conclusions (12) (13) (14) 

entrainent (4), (5) et (6). (On peut supposer que H D R, au besoin en changeant 
H e n  H v R . )  

DEFINITION. Soit (X, T) un syst~me dynamique ergodique et H une partition 
g6n6ratrice d 'une facteur (H)r.  

On dit que ce syst~me est un K-syst/~me conditionnel par rapport h ( H ) r  si 
pour toute partition P l e s  conditions 

(1) (P)T D ( H ) r  (2) E(P, T) = E(H,  T) entrainent qu'alors 

(3) (P)r  = ( H ) r .  

On remarque que tout syst~me dynamique est un K-sys t~me conditionnel 
par rapport h sa tribu de Pinsker. 

LEMME 2. Soit P une partition gdndratrice finie de ( X , T )  qui est un 

K-syst~me conditionnel par rapport ~ (H)r.  

Alors 

A (T-"P-  v (H)r )  = (H)r  
n >0 

(P-  ddsigne la tribu V57 T'P).  
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DI~MONSTRATION. Soit Q une partition g6n6ratrice du facteur  

V ~=o(T-"P- v (H) r ) .  

Alors E ( P v H v Q ,  T ) = E ( P v H ,  T) 

= E ( P  v H ] P - v H - )  

= E ( H  vQ, T ) + E ( P  v H, T](H v Q ) r )  

= E ( H  v Q I H -  v Q-)  + E ( P  v H I P -  v ( H ) r  v (Q)r ) .  

Mais (Q) r  c P -  v (H)r .  Donc 

E ( P  v H]P-  v H - )  = E ( H  v Q I H -  v Q-)  + E ( P  v H I P -  v ( H ) r )  

= E ( H I H - )  + E(QI  Q-  v (H)7)  + E ( P  v H I P -  v (H)7)  

= E ( P  v H, T) + E ( Q ] Q -  v (H)T). 

Par cons6quent  E ( Q ] Q -  v (H)7)  = 0 et E ( Q  v H, T) = E(H,  T). 

En fait, on peut montrer  le r6sultat suivant qul 6tablit un parall~lisme 

complet  avec la th6orie non conditionnelle. 

LEMME 2'. Soit (X, T)  un syst~me dynamique ergodique d '  entropie finie et P 

une partition g~n(ratrice pour ce syst~me ; soit H une partition g~n(ratrice d '  un 

facteur; Alors A n ( T - n P - v ( H ) r )  est un facteur qui a la m~me entropie que 

(H)7. (C' est le lemme precedent.) Mais on a de plus que (X, T) est un K-syst~me 

conditionnel par rapport ~ A n(T-nP - v (H)7). 

Nous ne donnerons pas la d6monstration de ce lemme car nous ne l'utilis- 

erons pas clans la suite. 

Le lemme qui suit est la version conditionnelle d 'un lemme de K. Berg [1]. 

LEMME 3. Soit (X, T) un syst~me dynamique ergodique et P, Q, et R trois 

partitions finies de X telles que : 

(1) (Q)7 D (R) r  et le syst~me ((Q)7, T) est un K-syst~me conditionnel par 

rapport fi (R )7 

(2) E ( P  v Q, T I (R)r)  = E(P,  T I (R)r )  + E(Q,  T [ (R)T). 

Alors on a: 

(3) (P ) r  ±'R'~(Q)r. 

DEMONSTRATrON: (2) entrMne que E(Q,  TI(R)7) = E(Q,  TI(P)T v (R)7). 

(On utilise l'6galit6 E ( P  v Q, TI(R )T) = E(P,  TI(R )7 ) + E (  Q, TI(Pr) v (Rr)) 

qui r6sulte de ce que: 
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E(R v P v Q, T) = E(R,  T) + E(P v Q, TI(R )~-) 

= E(R v P, T) + E(Q, T[(R v P ) r )  

= E(R, T) + E(P, TI(R)T) + E(Q, TI(R ^P)T)). 

On a donc 

E (QI Q- v (R) r )  = E ( Q I Q -  v (P) r  v (R)r) .  

Pour tout N, pour  tout 3' C V ~ T'P on a: 

E(3"10 v ( R b )  = E(3"10 v O - v ( R ) r ) .  

En effet 

E ( Q I Q - v ( R ) 7 )  : E(QIQ-  v(R)T v 3") 

et 

E(',/ v Q I Q - v ( R ) r )  = E ( Q I Q - v ( R ) r ) +  E(y lQ v Q - v ( R ) T )  

= E(3,1 Q- v ( R ) r ) +  E(QIQ-  v ( R ) r  v Y).  

Par consequent  

E(3 ,1Q-v(Rb)  = E(VI( h T - " Q - v ( R b ) ) .  
n > O  

L'hypoth~se (1) et le Lemme (2) entrainent  que: 

E(TIQ-  v (R)r )  = E(3,1(R)r) 

E(3,1(Q)r v (R) r )  = E(3,1(R)r). 

Cette derniere 6galit6 entraine (3). 
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PROPOSITION. Soit (X, T) un syst~me dynamique d' entropie finie possgdant 

la proprigtd de Pinsker forte. (/.e. il existe deux partitions finies de X, H et B 

telles que 

(1) ( H ) r  v ( B ) r  = X 

(2) (H)T ±(B)T 

(3) E ( H , T )  =0 

(4) Les T~B i E Z sont ind~pendantes.) 

Alors tousles [acteurs de ce syst~me possddent la propridM de Pinsker forte. 
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D~MONSTRATION. Soit P une partition g6n6ratrice finie d'un facteur de (X, T). 

La proposition 4 de [4] nous dit que p e s t  H conditionnellement finiment 

d6termin6e. 

Soit R u n e  partition g6n6ratrice de (P)T ^ (H)T ' (R )T  est le facteur de 

Pinsker de (P)T (6vident). 

Le syst~me engendr6 par P e s t  donc un K-syst~me conditionnel par rapport 

(R)T. Mais maintenant 

E(P v H, T)I(R )T) = E(P v H, T) = E(P, T) + E(H, T) 

= E(P, T)[(R)T) + E(H, TI(R)T), 

puisque E(P v R, T) = E(R, T)+ E(P, T](R)T) 

et que E(H, T) = E(R, T) = O. 

Le Lemme 3 entraine que (P)T Z(R)T(H)T. 

Le Lemme 1 entraine que P e s t  R conditionnellement finiment d6t6rmin6. 

La proposition 3 de [4] entraine enfin qu'il existe B, c ( P ) T  teUe que 

(BI)T ± (R)T, (BOT V (R)r  = (P)T, les T'B~ i E Z sont ind6pendantes. 
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